Observatoire de la Cote d’Azur — Département G. D. Cassini
Université Pierre et Marie Curie — D.E.A. de Mécanique

Ecole Nationale Supérieure de Techniques Avancées

PROPRIETES UNIVERSELLES DES GRADIENTS
ET DES INCREMENTS DE VITESSE POUR LA
TURBULENCE DE BURGERS

Rapport de stage de D.E.A. et de projet de fin d’études
effectués a ’Observatoire de la Cote d’Azur — Nice
sous la tutelle du Dr. Uriel Frisch

Jérémie Bec

mars—juin 1999



Propriétés universelles des gradients et des incréments de vitesse pour la turbulence de Burgers i

Remerciements

Je remercie tous ceux et celles qui ont participé au bon déroulement de ce stage.

Tout d’abord Uriel Frisch pour avoir accepté de diriger mon travail et pour y
avoir prété autant d’intéret. Ses précieuxr conseils m’ont beaucoup appris au cours
de ces quatre mois.

Merci aussi a Konstantin Khanin qui m’a souvent fait profité de son expérience
pour la théorie fine de 'équation de Burgers.

Merct enfin a [’Observatoire de la Cote d’Azur, et au département G. D. Cas-
sint pour son excellent accueil. Mes remerciements vont tout particuliérement a
Victor et a toute son équipe pour l'admirable qualité de leur cuisine, ainsi qu’au

personnel administratif du laboratoire pour leur gentillesse et leur compétence.



Propriétés universelles des gradients et des incréments de vitesse pour la turbulence de Burgers




Propriétés universelles des gradients et des incréments de vitesse pour la turbulence de Burgers il

Résumé

[.’équation de Burgers, qui peut étre vue comme une simplification caricaturale
de I’équation de Navier—Stokes, intervient aussi dans nombre de problemes de phy-
sique statistique et de cosmologie. Des travaux récents prédisent des lois d’échelles
contradictoires pour les densités de probabilité de gradients et d’incréments de vi-
tesse pour le cas d’une turbulence de Burgers forcée aléatoirement (Polyakov, Kraich-
nan, Sinai et coll.).

Les résultats obtenus au cours de ce stage portent sur les points suivants:

— Démonstration de la loi en -7/2 de Sinai et coll. pour la « burgulence » en

déclin.

— Extension aux dérivées d’ordre supérieur et aux derivées temporelles (démons-

tration d’une hypothese de Taylor aléatoire).
— Validation numérique de cette loi pour la burgulence « fouettée ».

— Fonctions de structure: analyticité (ordre p = 3) et non analyticité (p # 3).

Abstract

The Burgers equation, which may be viewed as a caricatural simplification of
the Navier—Stokes equation, appears also in numerous problems of statistical physics
and cosmology. Recent work predicts contradictory scaling laws for probability den-
sities of velocity gradients and increments for the case of forced Burgers turbulence
(Polyakov, Kraichnan, Sinai et al.).

The results obtained in this research project concern:
— Proof of the -7/2 law of Sinai et al. for decaying “burgulence”.

— Extension to higher-oder derivatives and time derivatives (proof of a random

Taylor hypothesis).

— Numerical validation of this law for “kicked” burgulence.

Structure functions: analyticity (order p = 3) and nonanalyticity (p # 3).
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INTRODUCTION

Comprendre la dynamique des écoulements turbulents est I’'un des problemes
qui ont suscité le plus grand intérét scientifique ces cinquante dernieres années chez
les physiciens, les mécaniciens et les mathématiciens. Des résultats importants ont
été obtenus, par exemple en ce qui concerne l'intermittence d’un scalaire passif
advecté (Gawedzki 1998), mais tres peu de choses sont connues avec certitude dans
le cas des équations non linéaires de Navier—Stokes.

D’apres J.M. Burgers, I'utilisation d’un modele, méme irréaliste, qui s’étudie-
rait de maniere simple et détaillée, devrait permettre de progresser dans la compré-
hension des écoulements turbulents. Il a pour cela introduit (Burgers 1939) un mo-
dele simple unidimensionnel de ’équation de Navier—Stokes, en considérant 1’équa-

tion non linéaire de diffusion :
Oru + udpu = vd>u + conditions initiales, (1)

ot la quantité réelle inconnue est la vitesse, u(z,1).

L’équation de Burgers (1) présente des facilités d’exploration du fait de son
caractere unidimensionnel. Ses similarités avec Navier—Sokes résident dans le fait
que les deux équations possedent les mémes invariances, ainsi que des termes non
linéaires quadratiques tous deux de type hydrodynamique (ou advectif). L’impor-
tance de la non linéarité de 1’équation de Burgers peut étre mesurée, comme pour
Iéquation de Navier-Stokes, par un nombre de Reynolds R, o v~'. Pour ses ap-
plications éventuelles en turbulence, cette équation doit étre étudiée dans la limite
inviscide (v — 0). La solution limite existe et est unique, mais en général elle ne
peut plus étre continue au dela d’un temps fini: elle présente alors des chocs. Dans
les années cinquante, Hopf (1950) et Cole (1951) montrent que I’équation de Bur-
gers (1) peut étre résolue par quadrature. L'intérét de celle-ci pour Iexplication de
la turbulence décroit alors, car elle ne présente pas de propriétés chaotiques comme
Navier—Stokes.

[.’équation de Burgers réapparait ultérieurement comme forme asymptotique
de nombreux systémes non linéaires et dissipatifs. Associée a des conditions initiales
ou a un forgage aléatoires, elle est 'objet d’un regain d’intérét puisqu’elle décrit
directement des problemes physiques. Lorsqu’on considere des conditions initiales
browniennes en espace, I’équation de Burgers est présente sous la forme du « modele
d’adhésion » pour la formation des structures a grandes échelles de I’Univers (Zeldo-
vich 1970, Gurbatov et Saichev 1984 ; voir aussi Vergassola et coll. 1994). Lorsqu’on
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y ajoute un terme de forcage aléatoire (généralement un bruit blanc en temps), elle
permet de décrire divers problemes de déposition et de croissance cristalline (Kar-
dar et coll. 1986 ; voir aussi Barabasi et Stanley 1995), ou encore elle intervient dans
I’étude de certains systemes désordonnés, comme les polymeres dirigés (Bouchaud et
coll. 1995). L’équation de Burgers sert aussi de banc d’essai a de nombreux schémas
numériques en hydrodynamique compressible. Mais finalement, elle a surtout retenu
I’attention comme modele pour les théories statistiques de la turbulence ; lorsqu’on
impose des conditions initiales ou un forgage aléatoires, il est alors possible de calcu-
ler explicitement certains comportements asymptotiques des propriétés statistiques,
ce qui permet par exemple de mettre en évidence des artefacts liés a des manipu-
lations formelles qui ignorent les conditions de choc (Fournier et Frisch 1983, E et
Vanden Eijden 1999b).

Jusqu’a récemment, I’étude des moments d’ordre deux (spectres) ou d’ordres
supérieurs (fonctions de structures) et de leurs propriétés d’échelle était au centre
des recherches en turbulence développée. Depuis quelques années, un vif intérét se
manifeste pour 1’étude des densités de probabilité, par exemple des gradients et des
incréments de vitesse, quantités dont les distributions sont loin d’étre gaussiennes
(voir par exemple Frisch 1995).

Ce type de question a été au centre d’un certain nombre d’études récentes
sur la turbulence de Burgers avec un forcage bruit blanc en temps et limité aux
grandes échelles spatiales. Différentes approches de I’équation de Burgers aux grands
nombres de Reynolds ont abouti a des résultats contradictoires concernant le com-
portement en loi de puissance de la densité de probabilité des gradients de vitesse
aux grandes valeurs négatives, pour des échelles comprises entre un pic central et
celles caractéristiques de l'intérieur des chocs. Ainsi, des méthodes de théorie des
champs prédisent une loi de puissance d’exposant —5/2 (Polyakov 1995, Boldyrev
1997). Une approche en partie heuristique de E, Khanin, Mazel et Sinai (1997) pré-
dit un exposant —7/2. En partant d’une équation de Fokker—Planck pour la densité
de probabilité des gradients, Gotoh et Kraichnan (1998) prédisent un exposant —3,
alors que E et Vanden Eijden (1999a) confirment plutot la valeur —7/2, a laquelle
Kraichnan (1999) s’est récemment rallié. En fait, il n’y a jusqu’a présent aucune vé-
ritable preuve de la loi en —7/2, malgré les progres significatifs effectués récemment
par E et Vanden Eijden (1999c).

Le but de ce stage était d’explorer analytiquement et numériquement diffé-
rentes situations dans le but d’établir ou de confirmer un résultat relatif aux pré-

dictions mentionnées ci-dessus. En m’inspirant des représentations dites Fourier—
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Lagrangiennes (Fournier et Frisch 1983), je montrerai dans la partie I, apres des
rappels sur les propriétés connues de 1’équation de Burgers, comment il est possible
d’obtenir, de facon explicite, le comportement asymptotique de certaines caractéris-
tiques statistiques dans le cadre de la turbulence de Burgers non-forcée, avec une
condition initiale aléatoire et d’établir de fagon solide la loi en —7/2. Il sera ensuite
question dans la partie II d’exploration, pour l'instant essentiellement numérique,
d’une nouvelle approche de la turbulence de Burgers proposée par U. Frisch. Elle
consiste a discrétiser la force en une somme d’impulsions localisées en temps (fonc-
tions de Dirac temporelles) et régulieres en espace. Nous nous intéresserons dans
un premier temps au cas simplifié ou ces impulsions sont périodiques en temps.
Certains résultats relatifs aux propriétés statistiques de cette turbulence « fouet-
tée » périodiquement ont été obtenus par exploration analytique et numérique. Ce
probleme intermédiaire entre déclin et forcage pourra ultérieurement étre considéré
comme une méthode d’approximation des solutions de I’équation de Burgers forcée

aléatoirement avec un bruit blanc que I'on approche par un bruit de grenaille.
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I. LA TURBULENCE DE BURGERS EN DECLIN

Cette section est consacrée a I’équation de Burgers, sans force extérieure:
Oru + udyu = Vo u, (2)
u(z,0) = ug(x). (3)

Nous nous intéressons a la solution du probleme (2-3) dans la limite inviscide (v —
0). La condition initiale ug(x) est une fonction quelconque, dérivable autant de fois

que nécessaire.

A. Propriétés qualitatives générales
1. Solutions réguliéres de [’équation de Burgers

Nous considérons pour I'instant que la condition initiale ug est de classe C''(IR)
(différentiable une fois). Nous nous consacrons dans cette premiere approche aux
principales propriétés des solutions régulieres de I’équation de Burgers, dans le cas

ot l’on pose abruptement v = 0 dans (2):
Osu + udyu = 0. (4)
Introduisons en premier lieu quelques définitions.

— On appellera solution classique de I’équation de Burgers (4-3), une solution qui
vérifie (4) au sens fort (i.e. point par point), et telle que la condition initiale

(3) s’exprime, quel que soit x, par

limu(z,t) = ug(z). (5)

t—=0

— Pour toute solution classique u, on appellera application lagrangienne 1’appli-

cation a — I;(a) définie pour ¢ > 0 par I’équation de Newton :

O li(a) = u(Ly(a),t), avec Li—o(a) = a. (6)

Ces équations s’integrent trivialement dans le cadre de I’équation de Burgers.

Les caractéristiques t — 1;(a) sont alors des droites d’équation

Li(a) = a + tug(a). (7)
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La solution classique est alors donnée trivialement par
u(z,t) = uo(a), o a = L' (). (8)

[’équation de Burgers inviscide (4) exprime exactement la conservation au cours
du temps des vitesses des particules fluides. Ainsi, étant donnée une particule fluide
a laquelle est associée une position lagrangienne a et une vitesse ug(a) a 'instant
t = 0, on est capable de déterminer sa position et sa vitesse a tout instant ultérieur
des que u est restée solution au sens classique de I’équation de Burgers. De maniere
complémentaire, on peut se demander si étant donnés x et ¢, nous sommes capables
de trouver u(z,t). Il suffit pour cela de pouvoir inverser ’application lagrangienne,

c’est-a~dire trouver le pied de caractéris a(z,t) tel que
= Li(a(z,t)) = a(x,t) + tuo(a(x, t)).
Ceci revient au passage a zéro de I’application
wri(a) = a+ tugla) — x. (9)

Examinons la monotonicité de cette application. On a

d
JaPeala) =1+ tug(a).
At =0, cette dérivée est égale a 1; elle est donc strictement positive. Il y a alors

deux cas:

1. up(a) > 0 et @,  reste croissante pour tout ¢t > 0 de sorte que ¢, ,(a) =0 a au

plus une solution. Il y a au plus un pied de caractéristique.

2. ug(a) < 0; il existe alors ¢ > 0 tel que %me(a) < 0. Il y a changement de

monotonie et nous ne sommes pas assurés de 1'unicité de la racine a.

Nous venons donc de mettre en évidence un temps critique 7T, au dela duquel la

théorie des caractéristiques ne s’applique plus. Définissons

T, = -l : (10)

min (0, min, (uf(a)))

On a alors la situation suivante:

Si T, = oo, la solution est globalement réguliere et elle est unique.
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Si T est fini, la solution est réguliere pour ¢ € [0, 7] et ne peut plus I'étre (devient

discontinue) au dela.

Un exemple simple de croisement des caractéristiques au bout d’un temps fini est

donné sur la figure 1.

Fic. 1 - FEzemple schématique de croisement des caractéristiques et de non réqularité de
la solution a partir d’un temps fini T,. On s’est ici placé dans un référentiel en mouvement

avec la position lagrangienne ou le choc apparait.

Il va de soi que le caractere irrégulier de la solution fait partie de I'intérét d’une
équation telle que celle de Burgers. Pour traiter les solutions irrégulieres (avec chocs),
il est traditionnel d’introduire la notion de solution faible avec une une formulation
variationnelle (Lax 1957).

2. Notion de solution faible entropique

On se propose ici de donner un sens affaibli & I’équation de Burgers (4). Une
fonction u(x,t) bornée, définie pour € R et t € Ry, sera dite solution faible de

I’équation de Burgers si et seulement elle vérifie la formulation variationnelle

L,
/R+><R <uatgo + U xgo) dtdx — /R uo(a)p(a,0)da =0, (11)

pour toute fonction réelle p(x,t) de Ry x R indéfiniment différentiable et & support
compact. On peut aisément voir que la notion de solution faible englobe celle de
solution classique. De facon a caractériser plus avant la notion de solution faible,
particularisons le cas des fonctions continues et dérivables par morceaux. Par défi-

nition u est de classe C'' en dehors d’un nombre fini de courbes ¢ — (1) régulieres,



8 Propriétés universelles des gradients et des incréments de vitesse pour la turbulence de Burgers

qui ne s’intersectent pas, et a la traversée desquelles u admet une discontinuité avec
des limites a droite et a gauche bornées. On notera:

us(t,X(1)) = limu(t £ eng, x +eny), (12)

e—0

ou n = (n.,n;) est une normale extérieure a X(¢). On suppose en outre que n,(x,t) #
0. On a alors le résultat suivant: u est solution de 1’équation de Burgers si et seule-

ment si

— En dehors des surfaces (), ot u est de classe C', u est une solution de

I’équation de Burgers (4) au sens classique.

— A la traversée des surfaces de discontinuité (), elle vérifie la condition de
Rankine-Hugoniot
ol
maliy — ) a2 — 22y =0, (13)
2 2
Ce qui signifie que les surfaces de discontinuités de u doivent évoluer avec une

vitesse

== %(m +u). (14)

Uz

Mais ces criteres ne sont pas suffisants. On peut aisément établir par contre-exemple
(voir Lax 1957), qu’il n’y a pas unicité des solutions faibles de I’équation de Burgers.
A Tlinverse des solutions classiques, les solutions faibles ne sont pas entierement
caractérisées par la donnée initiale. Si on introduit une perturbation telle qu'une
viscosité, puis qu’on s’intéresse aux solutions faibles limites du probleme perturbé,
on peut retrouver I'unicité de la solution. Dans le cas de I’équation de Burgers avec

un terme de dissipation visqueuse (2), on a les résultats suivants:

— il existe une unique solution u” au probleme dissipatif avec une viscosité v ;

cette solution est une fonction réguliere;

— (u”),5o converge fortement lorsque v — 0, dans ’espace des fonctions locale-

ment intégrables vers une fonction u qui est solution faible de (4-3).

Soit U une fonction réelle convexe (pour tout z, on a U"(x) > 0), la solution limite
du probléme perturbé vérifie, pour toute fonction ¢(z,t) indéfiniment différentiable

a support compact, I'inégalité d’entropie :
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- (U(w)Dp + F(u)dop) didz + /R Uluo)p(a,0)da < 0, (15)

R+XR

ou F(u) = [y vU'(v)dv. On a ainsi introduit une nouvelle classe de solutions, les
solutions faibles entropiques vérifiant (4-3), complétées par une inégalité d’entropie
(15). Ces nouvelles solutions sont uniques et coincident, point tres important, avec
les limites inviscides des problemes perturbés par une dissipation visqueuse.

Il est de plus facile de généraliser la notion d’application lagrangienne aux so-
lutions faibles entropiques. Introduisons le potentiel initial 1g, défini a une constante

pres par
uo(a) = —atho(a). (16)

On définit alors le potentiel lagrangien par

CL2

ela,t) = 5 + to(a). (17)

t<t,

(b)

o (a)

s
Fia. 2 — Généralisation de lapplication lagrangienne avec présence d’un intervalle de
chocla™,a™[: (a) enveloppe conveze du potentiel lagrangien; application lagrangienne (b)

avant et (¢) aprés Uapparition d’un choc a Uinstant t = T.

On voit facilement que ’application lagrangienne définie par (7) dans le para-
graphe TA 1, est tout simplement 'opposée du gradient du potentiel lagrangien. On
définit I'application lagrangienne £;, généralisée au cas des solutions faibles entro-

piques par

Li(a) = —0.p.(a,t), (18)
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ol . désigne I'enveloppe convexe par rapport a a du potentiel lagrangien ¢(a,t).
Le graphe de I’enveloppe convexe de ¢(a,t) est constitué de parties du graphe de la
fonction a — ¢(a,t), reliées entre elles par des segments au niveau des intervalles

de choc (voir Fig. 2a).

3. Forme explicite — transformalion de Hopf et Cole

[.’équation de Burgers ne possede pas les propriétés chaotiques conjecturées
pour 1’équation de Navier-Stokes parce qu’elle est intégrable. Néanmoins, la forme
explicite de ses solutions permet de tester certains aspects des théories statistiques
de la turbulence. I.’équation de Burgers (2-3) peut étre résolue par quadrature par
une méthode proposée par Hopf (1950) et Cole (1951). En définissant un potentiel
de vitesse ¥(x,t) tel que u(x,t) = —0y¥(x,t), 'équation (2) se rééerit avec une

condition de jauge convenable,
. L, .
00— S0, = vl (19)

En introduisant de plus la fonction 0(xz,t), définie par ¢» = 2v1n @, ’équation (19)

implique que # est solution de 1’équation de la chaleur:

On peut ainsi expliciter par quadrature 6 (et donc ¥): en notant ¥o(z) le potentiel

initial,

p(x,t) =2vin (Jzﬁ /Rexp <—in(y)> dy) , (21)
o Ey) = T2 ).

Dans la limite inviscide (v — 0), la méthode de la phase stationnaire nous montre
que la contribution principale & 'intégrale (21) vient des points yo tels que Fi(yo)

soit minimal. On obtient de cette maniere, pour v — 0,
2
rT—y ¢
Y(z,1) = sup (rz/;o(y) - %) . (22)
Yy

Cette expression n’est pas tres manipulable pour exprimer analytiquement
des moyennes. Son intérét réside dans le fait qu’elle est a la base d’algorithmes

performants pour le calcul des solutions de I’équation de Burgers en déclin (voir les
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travaux de Noullez et Vergassola 1994). En outre, on peut facilement montrer que,
a t fixé, 'application  — a, oli ¢ maximise (22), est une application croissante. De
maniere immédiate, on en déduit une méthode de résolution de I’équation de Burgers
en déclin par un algorithme, dit de transformée de Legendre rapide (Fast Legendre
Transform), qui calcule la solution pour N points de collocations en O(N In N)

opérations.

B. Singularité de préchoc

La singularité générique des solutions faibles de 1’équation de Burgers inviscide
est ce que Fournier et Frisch (1983) ont appelé les préchocs. Ceux-ci correspondent
aux instants de formations des chocs, c’est-a-dire au moment ou les particules lentes
sont rattrapées par leurs voisines plus rapides. Le premier préchoc a lieu exactement
a l'instant t = T, défini dans la paragraphe T A1, a partir duquel la solution ne
peut plus étre réguliere. A des instants ultérieurs, les préchocs correspondent a des
minima locaux négatifs de la condition initiale, qui n’ont pas encore été absorbés

dans des chocs matures.

u(x,t)

t<t, t=t,

X
F1G. 3 - FEsquisse de la vitesse eulérienne au voisinage d’un préchoc, avant (t < t.),

pendant (t =) et apres (t > L)

1. Structure cubique des préchocs

Il est possible d’approcher asymptotiquement la solution dans le voisinage
spatio-temporel de ces événements singuliers que sont les préchocs. En supposant
que la condition initiale soit suffisamment dérivable, on peut effectuer un dévelop-
pement de Taylor de uy pour des positions lagrangiennes a proches de a,, position
lagrangienne ou le choc va se former (¢ voisin de t,. = —1/uj(a.)). L'application

lagrangienne pour de telles particules a s’écrit alors
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L(a.)

o (a—a)+0(a—alh),  (23)

z(a,t) = x(as,t)+ (t — t)uol(as) +

Ainsi, pour inverser l'application lagrangienne au voisinage des préchocs, il
faut inverser une équation du troisieme degré en (a — a.). Lorsque t < t,, il n'y a

qu’une seule solution. Pour t = t,, ’équation se simplifie et sa solution s’écrit

1/3
6 2/3 .
(i) =t oo = 2]+ Ol = 0. (21)
ol T, = a. + tiup(a.) est la position eulérienne ou le choc se forme & l'instant

t = 1.. Cette expression conduit a une structure cubique de la vitesse eulérienne au
voisinage des préchocs (voir Fig. 3):

te | tuy(ay)

1/3
u(z, t.) = uo(ax) — 1 [L(x - :z:*)] + O(|z — z.]*?). (25)

Il n’est plus possible d’inverser ’application lagrangienne pour ¢ > t,. Celle-ci de-
vient multivaluée dans un certain intervalle de position lagrangienne appelé inter-
valle de choc. 1l suffit alors d’exclure cet intervalle, ¢’est-a-dire de limiter ’application
lagrangienne aux sous-ensembles ot elle est monotone (voir Fig. 2¢). Il convient pour
cela d’explorer la position de I'intervalle de choc pour des temps ultérieurs et voisins
de t,. Pour ¢ voisin de t,, a I'ordre dominant, les bornes a~ et a* de l'intervalle de

choc sont, par symétrie, telles que z(a*,?) = z(a.,t), soit:

1/2
6 - t.) t*)] . (26)

trug'(ax)

aiza*:lzl

Cette expression implique que, juste apres sa naissance, I’amplitude lagrangienne du
choc croit en /t — i..

Nous utiliserons ces propriétés asymptotiques du voisinage des préchocs pour
calculer de maniere explicite leur contribution a certaines grandeurs statistiques de

la vitesse dans le cadre de la turbulence de Burgers.

2. Valeurs extrémes des dérivées

Lorsqu’on cherche a déterminer d’ot proviennent les contributions aux ordres
dominants a certaines grandeurs physiques associées a la vitesse, il est intéressant
de se placer en coordonnées lagrangiennes. Ainsi, dans le cas de la dérivée spatiale

de la vitesse, on obtient
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oyl

Oyu(z,t) = %aauo(a) = %, avec a = L;'(z). (27)
Des que u]) est bornée, les singularités qui vont donner de grandes valeurs du
gradient de vitesse d,u seront atteintes pour 1 + tug(a) petit; c’est-a-dire pour a
tel que ug(a) soit voisin de —1/t. Ceci signifie qu’a un instant ¢, les grandes valeurs
négatives de la vitesse seront atteintes pour des points qui se situent dans le voisinage
du lieu ou un choc va naitre a un instant proche de ¢. Il en est de méme pour les
dérivées d’ordre plus élevé: a chaque fois qu’on dérive par rapport a x, on fait
apparaitre un facteur supplémentaire (1 + tufy(a))™'; les grandes valeurs de toutes

les dérivées spatiales de la vitesse sont ainsi atteintes au voisinage des préchocs.
Un raisonnement analogue nous montre que les grandes valeurs des dérivées
temporelles eulériennes sont elles-aussi atteintes dans le voisinage spatio-temporel
de ces singularités. Les préchocs sont, en turbulence de Burgers, les singularités qui

sont a 'origine des variations extrémes de la solution.

C. Densités de probabilité des gradients et des incréments de la vitesse

Pour expliciter le comportement asymptotique de certaines grandeurs statis-
tiques caractéristiques des solutions de 1’équation de Burgers en déclin, on peut
s’inspirer de la représentation Fourier-Lagrangienne introduite par Fournier et Frisch
(1983). Elle consiste a transformer des moyennes spatiales eulériennes en moyennes
lagrangiennes limitées aux sous-ensembles ou la solution est réguliere. En faisant des
hypotheses d’homogénéité, il a été possible de calculer explicitement les queues des
densités de probabilité de différentes grandeurs relatives aux solutions entropiques
de I'équation de Burgers (2-3), avec une condition initiale aléatoire homogéne et suf-
fisamment réguliere. Les résultats relatifs aux densités de probabilité des dérivées et
des incréments spatiaux et temporels de la vitesse ont fait I’'objet d’un article, insé-
rée dans ce mémoire. Nous pensons utile de donner d’abord quelques idées générales
sur la méthode Lagrangienne utilisée pour obtenir le comportement des densités de

probabilité des dérivées et des incréments de vitesse.

1. Méthode lagrangienne d’estimation des densités de probabilités

Soit u la solution entropique de (2-3) pour une vitesse initiale ug qui est un

processus stochastique homogene périodique de période 1, dérivable en moyenne
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quadratique autant de fois que nécessaire. Nous allons examiner la densité de pro-
babilité associée aux réalisations d’un opérateur différentiable Hg(u,z,t) sur les
vitesses eulériennes u, solution de (2-3). La densité de probabilité a I'instant ¢ de

l'opérateur Hg s’écrit

pr(&;t) = (0(§ = Ha(u, z,1))), (28)

ou (.) désigne une moyenne d’ensemble sur les différentes réalisations de la condition
initiale, et &(.) est la distribution de Dirac. Vue I’homogénéité statistique de la
solution de I’équation de Burgers, cette expression de la densité de probabilité ne
dépend pas de x. En intégrant (28) sur la période spatiale et en échangeant la

moyenne d’ensemble et I'intégration, on obtient :

pr(E,t) = <f015(§ _ HE(u,:c,t))d:c>. (29)

Ayant ainsi introduit une intégrale sur les positions eulériennes, on peut maintenant

effectuer un changement de variables eulérien—lagrangien :

pulec) = [ 816~ Halun )1 + tialda) (30)

Ici, Dpr(t) désigne 1’ensemble des positions lagrangiennes telles que 'application
lagrangienne £; : a — x soit inversible de Dy (t) dans [0, 1[. D (t) représente ainsi
la période dont on a exclu les intervalles de choc. Hy, est ’équivalent lagrangien de
Vopérateur Hp, c’est-a-dire Hy(uo, a,t) = He(uo(Li(a)), Li(a)),t). Notons ici que
|1 + tuy(a)| est le jacobien de I'application lagrangienne.

Le fait que ug soit réguliere, que Hy, soit différentiable en a, et que I’équation
sur les positions lagrangiennes Hy = £ n’admette pas de racine d’ordre supérieur a

1, implique 'expression suivante de la densité de probabilité:

pute.0) = ), = b, @)

k
ou les positions lagrangiennes by sont les solutions de I’équation :

1 + tug(bk)
aa%L(uO, bk, t)

Hr(uo, bg, t) = £. (32)

Cette formulation explicite (31-32) des densités de probabilité associées a des gran-
deurs physiques met en évidence le fait qu’elles sont sous ’emprise de deux types de

contribution : la premiere contribution provient de I'expression de la densité (31), ou
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I’on voit que les termes principaux proviennent du produit des deux jacobiens; la se-
conde provient du fait que trouver les by, dans Dy,(t) qui vérifient (32), va s’exprimer
comme une condition sur les réalisations de la vitesse initiale qui conviennent.

Il a été possible d’appliquer cette expression au calcul du comportement asymp-
totique des densités de probabilité de différentes grandeurs (notamment dérivées et

incréments spatio-temporels de la vitesse).

2. Densité de probabililé des gradients de vilesse

Nous allons expliquer succinctement dans ce paragraphe la méthode qui permet
d’obtenir 'exposant de la loi de puissance de la densité de probabilité p(¢,t) du
gradient (dérivée spatiale) de la vitesse. Un raisonnement et des calculs plus détaillés
sont présentés dans la publication insérée au paragraphe suivant.

On suppose donc dorénavant que Hg(u,x,t) = dzu(x,t). La formulation de la

densité de probabilité (31) s’exprime dans le cas des gradients de vitesse

p(Et) =3 <M [ sa- bk)da>

P lug(be)]  /Drt)

1 1
= ola — b )da 33
|1—t£|3zk:<l'u8(bk)| G > (33)

ou la définition (32) des positions lagrangiennes by s’écrit ici

ug(bk)

Commengons par examiner les positions lagrangiennes vérifiant (34). Lorsque
£ — —oo, on a vu dans la section IB2 que les particules fluides qui conviennent
sont celles se situant dans un voisinage spatio-temporel d’un préchoc. A chaque by
correspond ainsi une position lagrangienne a,; ou un choc va naitre ou est né dans
un voisinage temporel . Les a,; sont ainsi tels que u{ y admette un minimum local
avec up(ay;) = —(1 + 7)/t, et 7 < 1; il faut aussi que ces positions lagrangiennes
n’aient pas été absorbés dans un choc a un instant antérieur a ¢. Dans ces hypotheses
il est légitime d’effectuer un développement de Taylor du membre de droite de (34)

pour écrire une définition approchée des by au voisinage des préchocs:

1

7 = sug (@) (br — a.;)?

~ ¢, (35)



16 Propriétés universelles des gradients et des incréments de vitesse pour la turbulence de Burgers

Ceci implique en premier lieu que les termes en 7 et (b — a.;)? sont nécessairement

tous deux du méme ordre. Du fait de la relation (35), on peut écrire
B = ] ~ |7|12 ~ 172, (36)

D’une part, compte tenu de cette relation entre ordres de grandeur, il est
possible de déterminer la contribution relative du facteur 1/|ug'(a.;)|, qui est de
'ordre de |£]7'/2. D’autre part, pour chaque a,;, on a deux possibilités : 1’équation
(35) a soit zéro, soit deux solutions. L’existence de solution s’exprime par le fait
que T > Tpin ~ —|€]71. Cette condition revient & limiter inférieurement le voisinage
temporel du préchoc: elle peut se traduire par le fait que le préchoc doit étre dans
un futur suffisamment proche pour que la valeur £ soit atteinte par la dérivée de
la vitesse. La limite supérieure du voisinage temporel du préchoc est obtenue par
la condition sur l'exclusion de l'intervalle de choc. On a vu dans la section [B1
que les localisations lagrangiennes des bornes supérieure et inférieure du choc se
comportent, juste apres sa naissance, en |7|'/2. Cette condition se traduit par le fait
que 7 < Tpuar ~ |[€]7!. Ces deux conditions de réalisabilité sur 7 = —1 — tuj(a.;) se
réexpriment naturellement, a un instant ¢ fixé, en tant que restriction des valeurs de
ul(a;) sur un intervalle autour de —1/¢, dont la longueur est de l'ordre de |£]71.

Par des considérations d’homogénéité de la condition initiale ug et de ses dé-
rivées, il est alors possible, en réintroduisant une intégrale spatiale, d’exprimer le
comportement asymptotique pour £ — —oc de la densité de probabilité des gradients

de vitesse. On obtient de cette maniere:
p(&,t) = C(£)|€]77? pour € — —oo (37)

Ce résultat étend a la turbulence de Burgers en déclin le résultat de E et
coll. (1997) obtenu pour le cas forcé. Dans les deux cas la loi en —7/2 provient
des préchocs, singularités essentielles des solutions de I’équation de Burgers. Une
démonstration plus systématique de ce résultat, faisant intervenir I’expression exacte
de la constante ((t), est exposée dans la section suivante, qui comporte aussi divers
résultats relatifs aux densités de probabilité des dérivées d’ordre supérieur (spatiales

et temporelles) et des incréments de vitesse.

3. Pdf’s of Derivatives and Increments for Decaying Burgers Turbulence

(article soumis a Phys. Rev. E)
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Pdf’s of Derivatives and Increments for Decaying Burgers Turbulence

J. Bec,"? and U. Frisch'
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